Zassenhausiv algoritmus

Koneéna télesa

12. cervna 2020

Koneéna télesa Zassenhausiv algoritmus



Zassenhausiiv algoritmus

Obsah prednasky

Podsekce 6.3: Vylepsenim Berlekampovu algoritmu je
Zassenhaustv algoritmus.

Koneéna télesa Zassenhausiv algoritmus



Zassenhausiiv algoritmus
Obsah prednasky

Podsekce 6.3: Vylepsenim Berlekampovu algoritmu je
Zassenhaustv algoritmus.

Podsekce 6.4: Nakonec ukazeme, jak pocitat kofeny polynomi nad
konecnymi télesy.
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Zassenhausiiv algoritmus

Uvazme polynom f(x) € Fq[x].
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Zassenhausiiv algoritmus

Uvazme polynom f(x) € Fq[x].
Bud' h(x) nekonstantni polynom takovy, ze 0 < deg h(x) < deg f(x) a

h(x) = h(x) (mod f(x)).
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Zassenhausiiv algoritmus

Uvazme polynom f(x) € Fq[x].
Bud' h(x) nekonstantni polynom takovy, ze 0 < deg h(x) < deg f(x) a

h(x) = h(x) (mod f(x)).

Ukazali jsme (Tvrzeni 6.2), ze

= [ NSD(f(x), h(x) — a).

aclyq
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Zassenhausiiv algoritmus

Uvazme polynom f(x) € Fq[x].
Bud' h(x) nekonstantni polynom takovy, ze 0 < deg h(x) < deg f(x) a

h(x) = h(x) (mod f(x)).

Ukazali jsme (Tvrzeni 6.2), ze

= [ NSD(f(x), h(x) — a).

aclyq

V pfipadé, ze deg f(x) < g, bude vyhodné urcit ty prvky a € Fq, pro které jsou
polynomy f(x) a h(x) — a soudélné.
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Zassenhausiiv algoritmus

Uvazme polynom f(x) € Fq[x].
Bud' h(x) nekonstantni polynom takovy, ze 0 < deg h(x) < deg f(x) a

h(x) = h(x) (mod f(x)).

Ukazali jsme (Tvrzeni 6.2), ze

= [ NSD(f(x), h(x) — a).

aclyq

V pfipadé, ze deg f(x) < g, bude vyhodné urcit ty prvky a € Fq, pro které jsou
polynomy f(x) a h(x) — a soudélné.

Polozme

A:={a € Fq | NSD(f(x), h(x) — a) # 1}.
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Uvazme polynom f(x) € Fq[x].
Bud' h(x) nekonstantni polynom takovy, ze 0 < deg h(x) < deg f(x) a

h(x) = h(x) (mod f(x)).

Ukazali jsme (Tvrzeni 6.2), ze

= [ NSD(f(x), h(x) — a).

aclyq

V pfipadé, ze deg f(x) < g, bude vyhodné urcit ty prvky a € Fq, pro které jsou
polynomy f(x) a h(x) — a soudélné.

Polozme

A:={a € Fq | NSD(f(x), h(x) — a) # 1}.

Je jasné, ze

= [ NSD((x), h(x) — a). (6.1)

acA
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Uvazme polynom f(x) € Fq[x].
Bud' h(x) nekonstantni polynom takovy, ze 0 < deg h(x) < deg f(x) a

h(x) = h(x) (mod f(x)).

Ukazali jsme (Tvrzeni 6.2), ze

= [ NSD(f(x), h(x) — a).

aclyq

V pfipadé, ze deg f(x) < g, bude vyhodné urcit ty prvky a € Fq, pro které jsou
polynomy f(x) a h(x) — a soudélné.

Polozme
A:={a € Fq | NSD(f(x), h(x) — a) # 1}.

Je jasné, ze

= [ NSD((x), h(x) — a). (6.1)

acA

V tomto pripadé nelze zadny z ¢lend v soucinu vynechat.
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Zassenhausiiv algoritmus

Uvazme polynom

G(y):=[[v—a.

acA
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Zassenhausiiv algoritmus

Uvazme polynom

G(y):=[[v—a.

acA

@ Z rovnosti (6.1) plyne, ze f(x) | G(h(x)).
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Uvazme polynom

G(y):=[[v—a.

acA

@ Z rovnosti (6.1) plyne, ze f(x) | G(h(x)).

Véta (6.6)

Polozme
J={ely) € Fqlyl | f(x) | g(h(x))}.

Potom je J hlavni udeal okruhu Fq[y] generovany polynomem G(y).
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Uvazme polynom

G(y):=[[v—a.

acA

@ Z rovnosti (6.1) plyne, ze f(x) | G(h(x)).

Véta (6.6)

Polozme

J={gly) € Fqlyl | f(x) | g(h(x))}-

Potom je J hlavni udeal okruhu Fq[y] generovany polynomem G(y).
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Uvazme polynom

G(y):=[[v—a.

acA

@ Z rovnosti (6.1) plyne, ze f(x) | G(h(x)).

Véta (6.6)

Polozme

J={gly) € Fqlyl | f(x) | g(h(x))}-

Potom je J hlavni udeal okruhu Fq[y] generovany polynomem G(y).

Nejprve ukazeme, ze J je ideal (tj. Ze je uzavFen na scitani a nasobeni skalary,
t.j., prvky z okruhu Fq[x].)
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Uvazme polynom

G(y):=[[v—a.

acA

@ Z rovnosti (6.1) plyne, ze f(x) | G(h(x)).

Véta (6.6)

Polozme

J={gly) € Fqlyl | f(x) | g(h(x))}-

Potom je J hlavni udeal okruhu Fq[y] generovany polynomem G(y).

Nejprve ukazeme, ze J je ideal (tj. Ze je uzavFen na scitani a nasobeni skalary,
t.j., prvky z okruhu Fq[x].)

Uzavrenost na scitani: Necht gi(y), g2(y) € J. Potom f(x) | gi(h(x)), i = 1,2,
odkud

f(x) | (g1(h(x)) + g2(h(x))) = (g1 + g2)(h(x)),
a tedy (g1 + &2)(y) € J.
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Uvazme polynom

G(y):=[[v—a.

acA

@ Z rovnosti (6.1) plyne, ze f(x) | G(h(x)).

Véta (6.6)

Polozme

J={gly) € Fqlyl | f(x) | g(h(x))}-

Potom je J hlavni udeal okruhu Fq[y] generovany polynomem G(y).

Nejprve ukazeme, ze J je ideal (tj. Ze je uzavFen na scitani a nasobeni skalary,

t.j., prvky z okruhu Fq[x].)

Uzavrenost na scitani: Necht gi(y), g2(y) € J. Potom f(x) | gi(h(x)), i = 1,2,
odkud

f(x) | (g1(h(x)) + g2(h(x))) = (&1 + &2)(h(x)),

a tedy (g1 + &2)(v) € J.
Uzavrenost na nasobeni skalary: Pokud f(x) | g(h(x)), tak zfejmé

£(x) | s(h(x)) - g(h(x)) pro kazde h(y) € Fq[y].
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Dikaz Véty 6.6 -2
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Dikaz Véty 6.6 -2

Ukazeme, ze J je hlavni ideal generovany polynomem G(y).
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Dikaz Véty 6.6 -2

Ukazeme, ze J je hlavni ideal generovany polynomem G(y).

Protoze je Fq[y] oborem hlavnich idealii (je to okruh polynomii v jedné neuréité
nad télesem), je idedl J generovan jednim polynomem; oznaéme jej Go(y).
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Dikaz Véty 6.6 -2

Ukazeme, ze J je hlavni ideal generovany polynomem G(y).

Protoze je Fq[y] oborem hlavnich idealii (je to okruh polynomii v jedné neuréité
nad télesem), je idedl J generovan jednim polynomem; oznaéme jej Go(y).

To znamena, ze J = {s(y) € Fq(x) | Go(y) | s(y)}
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Dikaz Véty 6.6 -2

Ukazeme, ze J je hlavni ideal generovany polynomem G(y).

Protoze je Fq[y] oborem hlavnich idealii (je to okruh polynomii v jedné neuréité
nad télesem), je idedl J generovan jednim polynomem; oznaéme jej Go(y).

To znamena, ze J = {s(y) € Fq(x) | Go(y) | s(y)}-
Ukazeme, ze Go(y) = G(y).
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Dikaz Véty 6.6 -2

Ukazeme, ze J je hlavni ideal generovany polynomem G(y).

Protoze je Fq[y] oborem hlavnich idealii (je to okruh polynomii v jedné neuréité
nad télesem), je idedl J generovan jednim polynomem; oznaéme jej Go(y).

To znamena, ze J = {s(y) € Fq(x) | Go(y) | s(y)}
Ukazeme, ze Go(y) = G(y).
Protoze f(x) | G(h(x)) (viz. Gvaha vyse), G(y) € J, a proto Go(y) | G(y).
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Dikaz Véty 6.6 -2

Ukazeme, ze J je hlavni ideal generovany polynomem G(y).

Protoze je Fq[y] oborem hlavnich idealii (je to okruh polynomii v jedné neuréité
nad télesem), je idedl J generovan jednim polynomem; oznaéme jej Go(y).

To znamena, ze J = {s(y) € Fq(x) | Go(y) | s(¥)}-

Ukazeme, ze Go(y) = G(y).

Protoze f(x) | G(h(x)) (viz. Gvaha vyse), G(y) € J, a proto Go(y) | G(y).
Odtud plyne, ze existuje B C A takova, ze Go(y) = [[,cp(y — a)-
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Dikaz Véty 6.6 -2

Ukazeme, ze J je hlavni ideal generovany polynomem G(y).

Protoze je Fq[y] oborem hlavnich idealii (je to okruh polynomii v jedné neuréité
nad télesem), je idedl J generovan jednim polynomem; oznaéme jej Go(y).

To znamena, ze J = {s(y) € Fq(x) | Go(y) | s(y)}
Ukazeme, ze Go(y) = G(y).
Protoze f(x) | G(h(x)) (viz. Gvaha vyse), G(y) € J, a proto Go(y) | G(y).

Odtud plyne, ze existuje B C A takova, ze Go(y) = [],c5(y — a). (Polynomy
y —a, a € Fg, jsou po dvou nesoudélné prvocinitele v Fq[y] a Fq[y] je Gaussiiv
obor.)
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Dikaz Véty 6.6 -2

Ukazeme, ze J je hlavni ideal generovany polynomem G(y).

Protoze je Fq[y] oborem hlavnich idealii (je to okruh polynomii v jedné neuréité
nad télesem), je idedl J generovan jednim polynomem; oznaéme jej Go(y).

To znamena, ze J = {s(y) € Fq(x) | Go(y) | s(y)}
Ukazeme, ze Go(y) = G(y).
Protoze f(x) | G(h(x)) (viz. Gvaha vyse), G(y) € J, a proto Go(y) | G(y).

Odtud plyne, ze existuje B C A takova, ze Go(y) = [],c5(y — a). (Polynomy
y —a, a € Fg, jsou po dvou nesoudélné prvocinitele v Fq[y] a Fq[y] je Gaussiiv
obor.)

Protoze Go(y) € J, plati, ze f(x) | Go(h(x)) a tedy

f(x) = NSD(f(x), g(h(x))) = H NSD(f(x), h(x) — a).

aEB
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Dikaz Véty 6.6 -2

Ukazeme, ze J je hlavni ideal generovany polynomem G(y).

Protoze je Fq[y] oborem hlavnich idealii (je to okruh polynomii v jedné neuréité
nad télesem), je idedl J generovan jednim polynomem; oznaéme jej Go(y).

To znamena, ze J = {s(y) € Fq(x) | Go(y) | s(y)}
Ukazeme, ze Go(y) = G(y).
Protoze f(x) | G(h(x)) (viz. Gvaha vyse), G(y) € J, a proto Go(y) | G(y).

Odtud plyne, ze existuje B C A takova, ze Go(y) = [],c5(y — a). (Polynomy
y —a, a € Fg, jsou po dvou nesoudélné prvocinitele v Fq[y] a Fq[y] je Gaussiiv
obor.)

Protoze Go(y) € J, plati, ze f(x) | Go(h(x)) a tedy

f(x) = NSD(f(x), g(h(x))) = H NSD(f(x), h(x) — a).

aEB

Vzhledem k tomu, Ze v rovnosti (6.1) nelze zadny z &lend vynechat (t.j., ze
rovnost (6.1) neplati pro zadnou vlastni podmnozinu mnoziny A), je B = A.
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Dikaz Véty 6.6 -2

Ukazeme, ze J je hlavni ideal generovany polynomem G(y).

Protoze je Fq[y] oborem hlavnich idealii (je to okruh polynomii v jedné neuréité
nad télesem), je idedl J generovan jednim polynomem; oznaéme jej Go(y).

To znamena, ze J = {s(y) € Fq(x) | Go(y) | s(y)}
Ukazeme, ze Go(y) = G(y).
Protoze f(x) | G(h(x)) (viz. Gvaha vyse), G(y) € J, a proto Go(y) | G(y).

Odtud plyne, ze existuje B C A takova, ze Go(y) = [],c5(y — a). (Polynomy
y —a, a € Fg, jsou po dvou nesoudélné prvocinitele v Fq[y] a Fq[y] je Gaussiiv
obor.)

Protoze Go(y) € J, plati, ze f(x) | Go(h(x)) a tedy

f(x) = NSD(f(x), g(h(x))) = H NSD(f(x), h(x) — a).

aEB

Vzhledem k tomu, Ze v rovnosti (6.1) nelze zadny z &lend vynechat (t.j., ze
rovnost (6.1) neplati pro zadnou vlastni podmnozinu mnoziny A), je B = A.

Odtud dostavame, ze Go(y) = G(y). O
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Zassenhausiiv algoritmus

Nalezeni polynomu G(y) a mnoziny A
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Zassenhausiiv algoritmus

Nalezeni polynomu G(y) a mnoziny A

Bud' m pocet ireducibilnich faktorti polynomu f(x) (= dim W). Vsimnéme si, ze
deg G(y) = |A| = m.
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Zassenhausiiv algoritmus

Nalezeni polynomu G(y) a mnoziny A

Bud' m pocet ireducibilnich faktorti polynomu f(x) (= dim W). Vsimnéme si, ze
deg G(y) = |A| = m.

Hledame monicky polynom G(y) tvaru
G(y) = bmy™ + -+ b1y + bo,

pro néjaké b, by ... bm € Fy.
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Zassenhausiiv algoritmus

Nalezeni polynomu G(y) a mnoziny A

Bud' m pocet ireducibilnich faktorti polynomu f(x) (= dim W). Vsimnéme si, ze
deg G(y) = |A| = m.

Hledame monicky polynom G(y) tvaru

G(y) = bmy™ + -+ b1y + bo,

pro néjaké b, by ... bm € Fy.

Vime, ze G(y) je monicky polynom nejmensiho stupné takovy, ze

F(x) | G(h(x)).

Koneéna télesa Zassenhausiv algoritmus



Zassenhausiiv algoritmus

Nalezeni polynomu G(y) a mnoziny A

Bud' m pocet ireducibilnich faktorti polynomu f(x) (= dim W). Vsimnéme si, ze
deg G(y) = |A| = m.

Hledame monicky polynom G(y) tvaru

G(y) = bmy™ + -+ b1y + bo,

pro néjaké b, by ... bm € Fy.

Vime, ze G(y) je monicky polynom nejmensiho stupné takovy, ze
f(x) | G(h(x)). (Tyto podmninky polynom G(y) jednoznaéné urcuji.)
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Zassenhausiiv algoritmus
Nalezeni polynomu G(y) a mnoziny A

Bud' m pocet ireducibilnich faktorti polynomu f(x) (= dim W). Vsimnéme si, ze
deg G(y) = |A| = m.
Hledame monicky polynom G(y) tvaru

G(y) = bmy™ + -+ b1y + bo,

pro néjaké b, by ... bm € Fy.

Vime, ze G(y) je monicky polynom nejmensiho stupné takovy, ze
f(x) | G(h(x)). (Tyto podmninky polynom G(y) jednoznaéné urcuji.)

Vaimnéme si, ze f(x) | G(h(x)) <= G(h(x)) =0 (mod f(x)).
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Zassenhausiiv algoritmus
Nalezeni polynomu G(y) a mnoziny A

Bud' m pocet ireducibilnich faktorti polynomu f(x) (= dim W). Vsimnéme si, ze
deg G(y) = |A| = m.
Hledame monicky polynom G(y) tvaru

G(y) = bmy™ + -+ b1y + bo,

pro néjaké b, by ... bm € Fy.

Vime, ze G(y) je monicky polynom nejmensiho stupné takovy, ze
f(x) | G(h(x)). (Tyto podmninky polynom G(y) jednoznaéné urcuji.)
Vaimnéme si, ze f(x) | G(h(x)) <= G(h(x)) =0 (mod f(x)).

Proto
0 = bm(h™(x) mod f(x)) + - - - + b1(h(x) mod f(x)) + bo.
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Zassenhausiiv algoritmus
Nalezeni polynomu G(y) a mnoziny A

Bud' m pocet ireducibilnich faktorti polynomu f(x) (= dim W). Vsimnéme si, ze
deg G(y) = |A| = m.
Hledame monicky polynom G(y) tvaru

G(y) = bmy™ + -+ b1y + bo,

pro néjaké b, by ... bm € Fy.
Vime, ze G(y) je monicky polynom nejmensiho stupné takovy, ze
f(x) | G(h(x)). (Tyto podmninky polynom G(y) jednoznaéné urcuji.)
Vaimnéme si, ze f(x) | G(h(x)) <= G(h(x)) =0 (mod f(x)).
Proto

0 = bm(h™(x) mod f(x)) + - - - + b1 (h(x) mod f(x)) + bo.

Spocteme hi(x) mod f(x) pro véechna i =1,2,...,m.
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Zassenhausiiv algoritmus
Nalezeni polynomu G(y) a mnoziny A

Bud' m pocet ireducibilnich faktorti polynomu f(x) (= dim W). Vsimnéme si, ze
deg G(y) = |A| = m.
Hledame monicky polynom G(y) tvaru

G(y) = bmy™ + -+ + b1y + bo,

pro néjaké b, by ... bm € Fy.
Vime, ze G(y) je monicky polynom nejmensiho stupné takovy, ze
f(x) | G(h(x)). (Tyto podmninky polynom G(y) jednoznaéné urcuji.)
Vaimnéme si, ze f(x) | G(h(x)) <= G(h(x)) =0 (mod f(x)).
Proto

0 = bm(h™(x) mod f(x)) + - - - + b1 (h(x) mod f(x)) + bo.
Spocteme hi(x) mod f(x) pro véechna i =1,2,...,m.

Polozime byn = 1 (polynom G(y) je monicky) a feSenim homogenni soustavy
rovnic uréime zbyvajici koeficienty bg, b1, ..., bm—1 polynomu G(y).
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Zassenhausiiv algoritmus
Nalezeni polynomu G(y) a mnoziny A

Bud' m pocet ireducibilnich faktorti polynomu f(x) (= dim W). Vsimnéme si, ze
deg G(y) = |A| = m.

Hledame monicky polynom G(y) tvaru

G(y) = bmy™ + -+ + b1y + bo,

pro néjaké b, by ... bm € Fy.

Vime, ze G(y) je monicky polynom nejmensiho stupné takovy, ze
f(x) | G(h(x)). (Tyto podmninky polynom G(y) jednoznaéné urcuji.)

Vaimnéme si, ze f(x) | G(h(x)) <= G(h(x)) =0 (mod f(x)).
Proto

0 = bm(h™(x) mod f(x)) + - - - + b1(h(x) mod f(x)) + bo.
Spocteme hi(x) mod f(x) pro véechna i =1,2,...,m.

Polozime byn = 1 (polynom G(y) je monicky) a feSenim homogenni soustavy
rovnic uréime zbyvajici koeficienty bg, b1, ..., bm—1 polynomu G(y).

Spocteme kofeny polynomu G(y) a tak dostaneme mnozinu A.
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